Sobre prevariedades de espacios localmente convexos by Fernández García, A.F.
Pub . Mat . UAB
N° 21 Oct . 1980
Actes VII JMHL
SOBRE PREVARIEDADES DE ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS
Antonio Francisco Fernández García




"In this paper we introduce for p>1,the class
of p-space .We denote by T this class and
we prove that <? is a pre?arietie of locally
convex space in ?he sense of F .Bellenot .
Every locally convex nuclear space is a p-
space,for every px1 .Nevertheless there exist
locally convex space in Qcp that aren't nu-
clear spaces .41e stablish the prelations in jT .
p
Para p>1 y psmponemos lp={(xn~n.Ix neR Z jx~~.l En el caso p=o.il"»
denotará el egpacio .Qy1xA;l
`
im x =oj .Además utilizaremos sus normas,~,. n
habituales .Si se quiere espdcificar la topologia de un espacio E
pondremos E[rb1 .La familia de eniornos del origen en E se denotará
por u(E) .Para operar con los espacios EU ,E'(V9,con U,Vsl~(E) se
puede consultar [3] en la bibliografia .




Si .E es un e .l .c . (un cE',diremos que (u )m converge "localmente"n h.,
hacia cero en l p (1sp<oo),si existe un Ve U(E) tal que un E'(V°)
para cada ncN y además ZPVdun)pcm ,
Si p=Qo,se dice que (u )n` está localmente en lob si existe Vck(E)n +>$
con limPVo (un)=o .Ver [53 Para expresar este hecho emplearemos
la notación (loc)u ntP> o . (A~psm)
Proposición 1 .
"Se verifican las siguientes propiedades :
a) Si p ., q y (loc)u n~~o,entonces (loc)un~o .
b) Si en EC*C7 (loc)un~p-~o y W< Z ' , (7(E, E' )~~nE,E') entonces
(loc)u 11 SPeo en ECV3
183
c)Si (loc)un i-.-pes,o,entonces para cada xGEII<x,un~~p"o- .
Definición 1 .
" Diremos que E es un p-espacio (1_<paoo),si dUaR(E) existe Vs1k(E)
y (un ).tal que (loc)u n I>o,de forma que para cada x«E,la relaci-
ón
Teorema 1 .
La sucesión (Á) es decrecienten
se demuestra que si u 6U°y xsE





" Sea E[fflun p-espacio (15psjrp),entonces E es un espacio de
Schwartz ."
Demostración(Esquema) .
Sea U ej(E) y elijamos V<-J(E) tal que,exista (u ) cE' (V°)
ficando (loc)un r- P>0 ; ~. PVo (un )poo Y PU(x)!121<x,u n->¡ p Sea
hiperplano de ecuación <x,u j)=o j=1 i2,3,- N,donde N es el
definido por la relación {7P
	
(u ) p}AcE Siendo F-un número1l a11 VI nrio .Ahora se demuestra que VAM c£U .
Proposición 2 .
" Si E es un espacio de Schwartz,entonces E es
o Teorema 33 .
"E es un espacio de Schwartz si y solo si E es un
Ver C51
Proposición 3 .
"Si E es un espacio nuclear entonces E es un 1-espacio ."
Corolario .









" Sea E[Slun espacio nuclear,entonces E es un 2-espacio,"
Demostración .(Esquema )
Sea UE4(E) con E'(U°) de Hilbert y VE ?~(E) tal que E(V1 ) tambien
sea de Hilbert y la inyección canónica KVOUO :E'(U°)res E'(V°) sea
nuclear .
Representemos KV0Uo en la forma
(en )~ (fná~ bases ortonormales,
KVOUO (u)=11~u/en )f n ,con y
en E'(U°) y E'(V°) respectivamente .
Utilizando la desigualdad de HZ5lder
entonces
IPVO (un ) ¿oo se deduce`. el teorema .h
W1 u)1
" Si E6T y F es un subespacio de E,entonces FE 9 ."


















xitEi y tambien ver¡,tal que (loc)u ni 1--Z>o y PU . (x ; )j
liquen PVo (u
) P oo . 1
1~.
. ni
Formemos V= 1~IV . e j(TE .) y definimos sobrefE .
1 KL 1 41 1
mediantes las fórmulas Zx,uni~ =<xi ,u ni) .les uni
muestra que (loc)uni V-Zo
(ZIPVa (uni ) p,y'f
Pr~ósición 6 .




Sea f : E i---F el
con
de la definición de p-espacio y de quededuce
y xéF se verifica PU(x)=PUr1F(x) .







y (an~C E' (V1) con 7P Vo (an),P ce
PW(z) <_ (jj<z , a n)~p) , suponemos que
Puesto que f t : F'~~E' es




Si p s[1, WJ, entonces T es
P
convexos,tal que : a)Tes , = s b )
Teorema 6 .
por J ys las variedades de los espacios de
una






E entonces F es un p-espacio."
supuesto,Si U eU(F),elejimos V1c-I(E)
,además si z«E,la relación
es válida .W= f-1 (U) .
sobre_/ectiva,podemos
p
encontrar (u )cF'n 






prevariedad de espacios localmente
1=~ .c) C~c5 -d)écT,cS
" Sea E[Tajun espacio Nuclear y pc-[1,oo],entonces EET ."
P
Demostración(Esquema )
Excluimos ya los casos p=1 p=opy separamos esta prueba en dos
etapas .
a) p: 2 .Se elijeg>o tal que p-E>2 .Exactamente como en el teorema
4,se toman entornos U,VC u(E) y representamos KVOUO (u)= Uu/e
5- rol
n),
con ) decreciente y formada por números positivos,llamamosn 4:,




del apartado a) deducimos
1 Gx,u~l
~~~nPf
~n ~(u/en)jt,l Z I ¿x








Z n111°>r podemos escribir :
jZ
n M
ILX,u~t- .Izx,u~lp donde un=
;~ .
De aqui se deduce el resultad$ tomando superiores cuando u irU9
Finalmente notemos que 5pV o(un ) p troo y E ~~ .
x'un>I p}
t ^l .
donde un=- ., y JP VO (un) p4. <-~
Hemos demostrado así,quejb&T Para ver que dicha inclusión es .
Ai p
estricta,razonamos como sigue .Tomemos un espacio de Banach E,de-
finimos sobre E una topologia dada por las seminormas p(x),
p (x) ~ SuVp ~pjzx,xñ->l~ con ~Ux 1 u p, C, si, pil .
Facilmente se demuestra que E Ejnp ,pero E ~1 lo cual tambien
es
de facil deduci6n .
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